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Аннот ация. В статье рассматриваются основные алгоритмы оптимизации границ открытой разработки, оце­
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Resume. The article deals with the basic algorithms of open pit optimization and estimation o f computational com plex­
ity of ones. There is a substantiation for the choice o f the best method in parallel computations o f open pit limits.
Ключевые слова: блочное моделирование, алгоритмы оптимизации, границы карьеров, вычислительная 
сложность, параллельные вычисления
Keywords: block m odelling, algorithms o f optimization, open pit lim its, computational complexity, parallel com puta­
tions
Введение
При добыче твердых полезных ископаемых открытым способом одной из важнейших задач 
является определение наиболее выгодной с экономической точки зрения последовательности выемки 
запасов сырья и расчет соответствующих оптимальных границ карьера по каждому планируемому 
этапу добычи. В представленной статье рассматриваются основные алгоритмы оптимизации границ 
карьеров, применяемые в программном обеспечении открытой разработки рудного сырья.
Для выполнения оптимизационных расчетов строится дискретная блочная модель месторож­
дения, в которой каждой блок имеет стоимостную оценку в зависимости от содержания полезного 
минерала или металла. Исходными данными служат результаты опробования скважин и горных вы­
работок. На их основе компьютерные методы построения полигональных, триангуляционных и ин­
терполяционных моделей рудных тел позволяют получить, в конечном счете, детальные экономиче­
ские блочные модели месторождений [1].
В работе [2] представлена общедоступная библиотека реальных блочных моделей месторож­
дений MineLib для тестирования и решения задач оптимизации границ карьеров при извлечении за­
пасов. Как отмечается авторами, задача определения границ предельного карьера  (оболочки карьера 
на конец срока жизни горного предприятия) состоит в нахождении множества извлекаемых трехмер­
ных блоков руды и породы с целью максимизации прибыли при наличии прецедентных ограниче­
ний, связанных с устойчивостью откосов бортов.
Геометрические ограничения на последовательность извлечения блоков (см. рис. 1) гаранти­
руют, что откосы бортов карьера будут устойчивы, а горное оборудование будет иметь доступ к рабо­
чим зонам. П рецедент ны е ограничения  требуют выполнения условия, что при извлечении текущего 
блока на него непосредственно воздействуют вышележащие блоки, которые должны быть извлечены 
прежде, чем рассматриваемый блок. Прецедентная связь между блоками задается явно как связь 
транзитивного типа, то есть, если для извлечения блока A необходимо извлечь блок B, а для извлече­
ния блока B необходимо извлечь блок C, то для извлечения блока A также необходимо извлечь и блок 
C; эта транзитивность отражается в исходных прецедентных ограничениях. Можно использовать это 
свойство транзитивности для описания прецедентной связи как непосредст венной или прямой, если 
на неё не влияет какая-либо иная пара предшественников, что позволяет моделировать прецедент­
ные ограничения путём увеличения числа прям ы х предш ест венников  в моделях.
При удалении 10 блоков угол наклона бортов для блоков лежит в пределах от 35 до 45, тогда 
как при удалении 6 вышележащих блоков углы крутизны склонов будут меняться в диапазоне от 45 
до 55. Переходя от кубических блоков к блокам в виде параллелепипедов с различными размерами по 
осям X , Y  и Z  можно добиться изменения величин в необходимом диапазоне углов. Эти правила по­
следовательности выемки блоков трактуются как некое приближение моделей стратегического пла­
нирования к реальным процессам добычи, рассматриваемым при планировании продукции. В этих
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задачах находится время, когда некоторы й блок долж ен бы ть извлечен из карьера. О бы чно целью  
при этом является м аксим изация чистого дисконтированного дохода (ЧДД или NPV) от добы чи сы ­
рья; ограничения вклю чаю т порядок извлечения предш ествую щ их блоков и верхние границы  и с­
пользования ресурсов производства.
б
Рис. 1. Схемы  извлечения блоков, основанны е на удалении пяти блоков вы ш е заданного 6-го блока (а) 
или на удалении девяти блоков вы ш е заданного 10-го блока (б)
Fig. 1. Schem e extraction o f blocks based on the rem oval o f the five units above a predeterm ined 6th block 
(a) or at a distance o l nine units above a predeterm ined 10-th block (b)
a
Условия оптимизации границ
Поиск оптимальных решений по извлечению запасов сырья из недр требует выполнения 
условий, обеспечивающих соблюдение ряда горно-геологических, геотехнических и производствен­
ных ограничений.
Используются следующие обозначения:
• индексы и множества:
o t e T  - множество периодов времени t на уровне;
o b e B - множество блоков b ;
o b'e Bb - множество блоков b ', предшествующих извлечению множества блоков b ; 
o r e R - множество типов ресурсов r ;
o d e D  - множество пунктов назначения d ;
• параметры:
o P  (Ptt, Рм, Рм;) - прибыль, получаемая от извлечения (и переработки) блока b (в период 
времени t при отправке по назначению d ) ($);
o a -  скорость дисконтирования, используемая в вычислении коэффициентов целевой 
функции (прибыли);
o qbr (qbrd) -  количество ресурса r, используемого для извлечения и, при необходимости, 
переработки блока b (при отправке по назначению d ) (в тоннах);
o R rt - максимально доступный операционный ресурс r в период времени t (в тоннах); 
o Rrt - минимально доступный операционный ресурс r в период времени t (в тоннах); 
o A -  коэффициенты дополнительных общих ограничений;
o a,a - нижние и верхние границы, соответственно, для дополнительных общих ограни­
чений (векторы с числом рядов равным этому числу в A );
• переменные:
o x6 = 1 , если блок b находится в проекте конечного карьера, а иначе 0; 
o xbt = 1, если блок b извлекается в период времени t , а иначе 0; 
o Уьм -  количество блока b отправленное по назначению d в период времени t (%). 
Следуя [2] приведем следующие математические формулировки трех главных задач оптими­
зации:
1. Задача нахождения предельных границ карьера, (UPIT), или задача поиска замыкания с 
максимальным весом [3]. Эта задача определяет наиболее прибыльную оболочку из блоков внутри 
рудного тела и, следовательно, в ней не учитываются факторы времени и какие-либо производствен­
ные ограничения. Набор ограничений состоит только из прецедентных отношений между блоками; 
соответствующая матрица коэффициентов, упорядоченных при обходе блоков против часовой стрел­
ки, является полностью унимодулярной, представляющей эту задачу как задачу сетевого потока. По 
сути, используя ценность каждого блока без всяких ограничений на необходимые производственные
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ресурсы по выемке, решение этой задачи показывает немедленную прибыль от карьера и, соответ­
ственно, устанавливает то, какие блоки должны быть извлечены согласно прецедентным ограниче­
ниям для получения данной прибыли.
(1)(UPIT) = ma X  p x
beB
при условии Xb < Хь' Vb e B, Vb'e B  + Bb Хь e { 0,1} Vb e B (2)
Цель состоит в том, чтобы максимизировать чистую прибыль от всех извлеченных блоков. 
Ограничения (1) гарантируют, что каждый блок извлекается только в том случае, если добыты пред­
шествующие ему блоки (см. рис.1). Множество предшествующих блоков соответственно задают углы 
откосов проектируемого предельного карьера. В статье [4] дается быстрый алгоритм решения этой 
задачи. Решение задачи (UPIT) определяет только проект карьера, то есть его границы. Решение этой 
задачи фактически может использоваться для исключения блоков из рассмотрения в дальнейших 
задачах.
2. Задача нахождения предельного карьера с ограничениями, (CPIT), обобщает вышеприве­
денную задачу нахождения предельных контуров карьера за счет ввода в набор данных фактора вре­
мени и связанных с ним ограничений. При этом для модели и её модификаций предполагается, что 
каждый добычной блок целиком отрабатывается за один период времени. В задаче (CPIT) рассматри­
ваются не только прецедентные ограничения, но и ограничения на доступные операционные ресурсы 
в заданный период времени. На вход решения задачи (CPIT) поступают:
• доход по каждому блоку
• минимальная и максимальная допустимая величина операционного ресурса в 
заданный период времени
• множество предшественников для каждого блока
При указанных входных данных решение задачи (CPIT) предполагает составление плана гра­
фика добычи, обеспечивающего максимальную прибыль при наличии ограничений операционных 
ресурсов и прецедентных связей между блоками. В задаче (CPIT) не принимаются в расчет такие де­
тали, как возможность промежуточного складирования.
(CPIT)






В задаче (CPIT) ищется максимальный чистый доход от извлечения блоков за весь срок жизни
X  Xbt < 1teT
Rr, < X  ?bAt <beB
Xbt e {0,1}
max X X  PbtxbtbeB teT
Vb e B ,b'e Bb,t e T  
Vb e B 
Vt e T , r e R 
Vb e B ,t e T
горного предприятия. При этом p bt вычисляется как Pb j .  Условия (4) устанавливают предше-
(1 + a )
ственников. То есть, если блок V  является непосредственным предшественником блока b , то V  дол­
жен быть извлечен в тот же самый период времени, что и блок b или ранее. Условия (5) требуют, что­
бы каждый блок добывался не более одного раза. Условия (6) гарантируют, чтобы ограничения зна­
чений минимального и максимального операционного ресурса соблюдались для каждого периода 
времени.
3. Задача планирования продукции с прецедентными ограничениями (PCPSP), решается при 
выполнении следующих условий:
(PCPSP) max X X X  PbdtybdtbeB deD teT (8)
если X  Xbr < X  Х»г
T<t r<t
Vb e B , b'e Bt , t e T (9)
Xbt = X  ybdtdeD Vb e B ,t e T (10)
X  Xbt < 1teT Vb e B (11)
R rt < X X  qbdrybdt < R rtbeB deD
a < Ay < a
Vt e T , r e R (12)
(13)
ybdt e [0,1] Vb e B ,d e Db,t e T (14)
m 0 W
-' Vb e B,t e T (15)
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Задача (PCPSP) м аксим изирует чисты й доход от извлечения блоков за весь срок ж изни руд-
Р
ника. Заметьте, что pbdt вы числяется как — — —  . У словия (9) устанавливаю т требования, касаю щ ихся
(1 + a)t
предш ественников, для всех блоков и периодов времени. О граничение (10) предписы вает требование 
о непротиворечивости значений переменны х для добы чи и переработки. То есть, если блок не и звле­
чен, то  его материал не мож ет бы ть отправлен ни по одном у из пунктов назначения, а если  извлечен, 
то весь его м атериал м ож ет бы ть отправлен куда угодно. У словие (11) вводит ограничение, что блок на 
лю бом  горизонте (уровне) м ож ет бы ть извлечен только один раз. О граничения (12) требую т, что к р о ­
ме уж е им ею щ ихся больш е никаких операционны х ресурсов для целей добы чи не используется. 
Условия (13) определяю т общ ие дополнительны е ограничения, подробное обсуж дение которы х п р и ­
водится ниже. Заметьте, что поскольку х  ф ункционально зависит от у  (см. условие (ю )), то преды ду­
щ ая перем енная не вклю чается в это условие. Значение переменной, определяю щ ей долю  блока, 
направляемую  по конкретном у назначению  в заданны й период врем ени, долж но леж ать в диапазоне 
от 0 до 1. П еременная, определяю щ ая будет или н ет блок извлечен в конкретны й период времени, 
является бинарной.
Алгоритмы оптимизации
1. М ет од вариант ов
В методе вариантов прим еняется традиционны й подход к проектированию  карьеров [5]. О с­
новны е реш ения приним аю тся проектировщ иком , а ком пью тер используется для вы числений пл о- 
щ адей, объемов, содерж ания полезного ком понента в руде и технико-эконом ических показателей.
При расчетах по блочной м одели пространство м есторож дения разбивается на прям оуголь­
ные блоки и  на основе данны х геологоразведочны х скваж ин каж дом у блоку присваивается кодовы й 
признак породы  и процентное содерж ание полезны х ком понентов. Базовый вариант границ карьера 
задается посредством  назначения периметра дна, по которому автом атически проектируется верхний 
контур карьера в соответствии с допустим ы м и углам и откосов рабочего и  нерабочего бортов. Объемы 
пород и  полезного ископаем ого вы числяю тся в пределах каж дого контура на всех горизонтах. Далее, 
путём  расш ирения базового периметр, получаю т различны е варианты  приращ ения карьера. Д ля всех 
вариантов вы числяю т объемы горной массы, коэф ф ициенты  вскры ш и, затраты на разработку и  так 
далее.
Критерием  оценки варианта считается ож идаемая прибы ль P  . При этом  из общ его дохода от 
реализации продукции вы читаю т затраты на обогащ ение, переплавку, оком кование, транспортиро­
вание для сбыта. С учетом  этого прибы ль по вариантам  рассчиты вается по формуле:
N  I -  Q
P  = V _ 2 — Ql  -  c  ^  max (16)
t f ( 1  + p )n
где In — еж егодны й доход; Qn — эксплуатационны е затраты; p  - доля прибыли; N  — срок эксплуатации 
карьера; n  — расчетны й год; C  — капитальны е затраты.
Д етализация каж дого из вариантов позволяет установить ож идаемое м инимальное п ром ы ш ­
ленного содерж ание металла в руде, производственную  м ощ ность карьера и  приступить к реш ению  
задачи календарного планирования добычи.
2. П лаваю щ ий конус
В данном  алгоритме элем ентарная фигура ф ормирования границ карьера — перевернуты й 
усеченны й конус, меньш ее основание которого им еет разм еры , соответствую щ ие м иним альной ш и ­
рине дна карьера. П лоскость, образую щ ая боковую  поверхность конуса, наклонена к горизонтальной 
плоскости под углом, равны м  углу откоса конечного борта карьера. Э тот м етод им еет несколько вар и ­
антов, но его суть м ож но объяснить на основе использования двух типов блочны х м оделей с трехм ер­
ны м и м ассивам и данны х. Одна из моделей является м оделью  задачи, содерж ащ ая исходны е значе­
ния по каж дом у блоку, вторая - м оделью  реш ения, первоначально имею щ ая нулевы е значения.
П роцедура поиска оптим альности границ карьера начинается с верхнего горизонта, содерж а­
щ его полезное ископаемое.
В модели задачи оты скивается некоторы й блок, которы й при его извлечении вместе со всеми 
блоками в конусе над ним  обеспечивает прибы ль. Когда такой блок найден, то он извлекается (добы ­
вается) -п ер ем ещ ается  в модель реш ения, а нулевы е значения пом ещ аю тся в м одель задачи. П ри п о ­
строении конусов учиты ваю тся ограничения на допустим ы й наклон границ карьера.
П ри рассм отрении двумерного случая с углом  откоса борта карьера в 45 градусов данное 
изображ ение показы вает множ ество значений в начальны й м ом ент работы  программ ы . П ервы й 
найденны й конус с полож ительны м  значением  закраш ен ж елты м цветом. Заметьте, что блок со зн а­
чением +2 перекры т сверху трем я блоками со значением -1. Ж елты е блоки теперь будут перемещ ены  
в м одель реш ения.
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в г
Рис.2. Варианты  располож ения конусов: a -  модель задачи; б -  модель реш ения; в -  контур по цен ­
трам  блоков; г - контур по границам  блоков 
Fig.2. O ptions for the location o f the cones: a - m odel o f the problem ; b  - m odel solutions; с - circuit on the
center o f the block; d - circuit block boundaries
Рис. 3. Конус с полож ительны м  значением 
Fig. 3. Cone w ith  a positive value
П оиск более вы годны х конусов для м одели реш ения м ож ет бы ть продолж ен до тех пор, пока 
больш е не останется вариантов. В ряде случаев этот процесс, к  сож алению , будет перемещ ать в м о ­
дель реш ения те блоки, которы е не долж ны  там находиться. П оэтом у следую щ им  этапом  является 
поиск в ф айле м одели реш ения таких блоков, которы е будучи пом ещ енны ми на верш ину конуса, б у ­
дут им еть отрицательное значение. Если такие конусы  обнаруж иваю тся, то  они перем ещ аю тся обрат­
но в блочную  модель задачи и этим  блокам приписы ваю тся нулевы е значения.
Рис. 4. Д иаграм ма блочной м одели реш ения 
Fig. 4. B lock m odel solutions
Д иаграм ма показы вает «модель реш ения» - это те блоки, которы е, как бы ло обнаруж ено на 
первом  ш аге, находятся в полож ительном  конусе. В «модели реш ения» мы  находим  обратны й конус с 
отрицательны м  значением  и закраш иваем  его синим  цветом. Эти блоки необходим о вернуть обратно 
в исходную  «модель задачи», присвоив нулевы е значения.
Рис. 5. Возвращ ение к диаграм м е м одели задачи 
Fig. 5. Return to the chart m odel problem
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Вновь возвращаясь к модели задачи мы обнаруживаем, что появился новый блок со значени­
ем 2, который теперь может быть извлечен с прибылью. После его удаления в модель решения в ис­
ходной модели задачи больше не будет каких-либо положительных конусов, а в модели решения 
нельзя будет найти каких-либо отрицательных конусов (обратных). В этом случае алгоритм находит 
наилучший из возможных контуров карьера.
а б
Рис. 6. Окончательный вид границ карьера: a)«модель задачи»; б)«модель решения»
Fig. 6. The final form of the open pit limits: a) «model of the problem»; b) a «model solution»
Для большей эффективности алгоритма целесообразно использовать один массив значений 
стоимости блоков и создать средства переключения с помощью флажка между моделями задачи и 
решения путём введения массива булевых значений.
По сути, существует не один, а множество алгоритмов «плавающего конуса». Они отличаются 
по способам поиска положительного конуса, по процедурам переключения и отыскания отрицатель­
ного конуса в модели решения. Методы плавающего конуса удобны для представления углов откоса 
бортов карьеров. Хотя первоначальный метод плавающего конуса не гарантирует нахождение 
наилучшего оптимального контура карьера, однако в последнее время появились варианты улучша­
ющие его работу [6]. Кроме того, в настоящее время он является единственным методом, для которо­
го удалось использовать вместо регулярной блочной модели структуру представления данных в виде 
октодерева [7].
3. М ет од т еории графов
В практике проектирования карьеров алгоритм Лерчса-Гроссмана [8], основанный на теории 
графов, получил наибольшее распространение. В алгоритме LG блочная модель месторождения 
представляется в виде ориентированного графа G = (V ,A ). Каждому блоку трехмерной модели i соот- 
вествует узел графа с весом b i, определяющим чистую экономическую ценность данного блока. Два 
узла i и j  соединяются направленной дугой от i к j , если блок i не может быть извлечен раньше, чем 
блок j . Обычно блок j  в таком случае располагается в верхнем слое, прямо над блоком i. Задача состо­
ит в нахождение такого множества блоков, извлечение которых принесет максимальную прибыль. 
Это эквивалентно нахождения замкнутого набора узлов графа с максимальной суммой весов. Замкну­
тым считается множество узлов, которое для каждого узла содержит все его дочерние узлы.
Важной концепцией теории графов является зам ы кание . Для взвешенного ориентированного 
графа зам ы кание  определяется как некое множество вершин C, таких, что если u e C  и (u,v) есть дуга 
арки в графе, то v e C . Вес замыкания равен сумме весов вершин в замыкании. Или, иначе, в контексте 
выполнения горных работ зам ы кание  представляет собой некоторый подходящий контур карьера, 
суммарный вес которого равен ценности добытых блоков в замыкании. Таким образом, проблема 
определения контура карьера, удовлетворяющего требованиям безопасных углов наклона бортов и 
максимизирующего чистый доход, преобразуется в задачу оптимизации графа и определения замы­
кания максимального веса во взвешенном направленном графе.
По сути алгоритм описывается следующими шагами:
Шаг о
Первоначально дерево графа образуют ребра, соединяющие все блоки с корневым фиктивным 
блоком. Это, очевидно, есть нормализованный граф.
Шаг 1. Проверка - имеется ли направленное ребро (дуга) в графе откосов (а, в ) , такое, что а  -  
является сильной вершиной, а в  - нет? Если нет, то переходим к шагу 4 -  конец.
Шаг 2. Пара вершин, найденная в шаге 1, добавляется к дереву графа. Немедленно граф дере­
ва прекращает быть деревом, так как мы имеем структуру с фиктивным ребром на обоих концах. Для 
того, чтобы исправить эту ситуацию удаляется это фиктивное ребро, поддерживающее (ранее) силь­
ную ветвь. Шаг 2 достаточно легок в понимании, однако сложен для программирования. Хотя в ори­
гинальной статье говорится о добавлении или удалении дуг к/из дерева, но на самом деле речь идёт о 
ребрах (деревья не направленны).
Шаг 3. Состоит в том, чтобы нормализовать граф циклически назад вплоть до шага 1. После 
того как граф нормализован до шага 1, нам остается пройти по вновь созданной ветви от листа назад
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до корневого блока. Внешняя часть этой ветви теперь будет иметь различный смысл для направления 
от корня и все вершины в ветви, очевидно, изменят поддерживаемый ими вес.
Шаг 4. Множество сильных вершин представляет собой оптимальный карьер. Множество 
сильных вершин является множеством, которое поддерживается сильными dummy вершинами. За­
вершение работы алгоритма.
4. Генетический алгоритм
Генетические алгоритмы оптимизации основаны на моделировании процессов мутации, 
скрещивания и естественного отбора. Поиск в них начинается со случайной популяции индивидуу­
мов, однозначно характеризующихся неким набором данных -  хромосомами. У  каждого индивидуу­
ма оценивается функция пригодности, аргументом которой являются его хромосома. В работе [9] 
предложена структура многомерного генетического алгоритма для оптимизации горной добычи с 
использованием трехмерных пространственных данных и дискретного времени. Долгосрочное ка­
лендарное планирование представляется в виде матрицы с множеством ячеек, цена которых увязана 
с периодом их извлечения горной выработкой.
Путем применения генетических операторов (отбора, мутации, скрещивания) популяция 
улучшается до тех пор, пока либо функция пригодности одного из индивидуумов не достигнет при­
емлемого значения, либо не пройдет допустимое количество циклов воспроизводства. При реализа­
ции генетического алгоритма для карьера, в первую очередь определяется формат представления 
хромосом.
Предлагается следующее решение: форма карьера (с учетом допустимых углов откосов 
бортов) представляется с помощ ью массива целых чисел. Каждый элемент такого массива п ок а­
зывает глубину карьера в текущ ем столбце трехмерной модели месторождения. Пусть имеется 
трехмерная блочная модель месторождения P(IxJxK), элементы которой характеризуется числа­
ми или весами p ijk, i e[0,I], j e[0,J], k e[0,K], показывающ ими чистую прибыль, получаемую в ходе 
его добычи, с учетом процентного содержания полезных элементов, себестоимости выработки и 
рыночной стоимости металла. Тогда генетическую модель можно охарактеризовать вектором 
X  = {x1 ,..,X n}, где n = I  * J  в котором значение глубины столбца с координатами ( ij) ,  помещ ается в 
позицию x q , где q = i * I  + j .  Этот массив считается хромосомой, так как он полностью характери­
зует один индивид -  одну конкретную форму карьера. Путем итеративного применения генетиче­
ских операторов к набору таких индивидов (популяции) находится оптимальная форма поверхно­
сти карьера.
В качестве критерия оценки пригодности варианта мутации используется следующая функция:
I J K
f ( X )  = Е Е ^  ,k  < xq,q = i * I  + j  (17)
i=0 j=0 k=0
Данный алгоритм за конечное число шагов находит предельный контур карьера [16]. Для 
расширения области поиска, уменьшения вероятности преждевременного схождения и уменьшения 
времени вычислений был разработан параллельный вариант данного алгоритма -  иерархический 
генетический алгоритм с двумя уровнями параллелизма, описанный в работе [17].
5. Линейное и динамическое программирование
Алгоритмы, реализующие оптимизацию границ карьеров на основе методов линейного и ди­
намического программирования рассматриваются в работе [10]. При этом в основном используются 
стандартные коммерческие или открытые (COIN-OR) библиотеки целочисленного линейного про­
граммирования. Однако в виду субоптимальности получаемых решений в практике проектирования 
карьеров данные методы не получили широкого распространения.
6. Метод максимизации псевдопотока
В работе Хочбаума [4] нормализованные деревья алгоритма LG были адаптированы к более об­
щей модели сетевого потока на основе концепции псевдопотока, похожего на предпотоки (preflow). Се­
тевой псевдопоток удовлетворяет ограничениям пропускной способности, но в нём могут нарушаться 
условия баланса потока с созданием дефицита или избытка в узлах. Предпоток удовлетворяет ограниче­
ниям пропускной способности, но в нём может нарушаться баланс потока лишь путём создания избытка в 
узлах. Алгоритм псевдопотока решает задачу нахождения максимального потока в обобщенных сетях и 
работает с псевдопотоками вместо масс. Связь между алгоритмом псевдопотока и алгоритмом предпо- 
тока (переразметки, push-relabel) более очевидна, чем между алгоритмом LG и алгоритмом предпотока. 
Методы LG и псевдопотока имеют дело с множеством узлов (ветвей), способных аккумулировать либо 
избыток, либо дефицит. В подходе на основе псевдопотока, массы Mrs, поддерживаемые коневым узлом 
rs сильного дерева, трактуются как некий псевдопоток и выталкиваются к слабому корню rw , а затем к 
фиктивному корневому узлу (одновременно являющемуся как источником, так и стоком). Алгоритм 
выталкивания с переразметкой работает с предпотоками (preflows). Алгоритм переразметки работает 
скорее с самими узлами, а не с множествами узлов, и избыток в некотором узле выдавливается в находя­
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щиеся ближе к стоку узлы в соответствие со значениями дистанционных меток, переразметка обновляет 
значения меток.
Алгоритм псевдопот ока  предоставляет несколько систематических путей обработки вершин 
типа слабый-над-сильным. Лучшими из этих методов являются варианты с нижней и верхней метка­
ми. Методы нижней и верхней разметки работают с концепцией дистанционной метки. Для некото­
рого узла дист анционная м ет ка  представляет собой неубывающую функцию и на этом уровне она 
является неубывающей в составе любого сгенерированного дерева. В статье [4] доказывается, что ди ­
станционная метка есть неубывающая функция на заданном уровне дерева и для слабого узла v  она 
является некоторой нижней границей уровня (v). Функция дистанционной метки аналогична дистан­
ционным меткам и меткам, используемым в методах сетевого потока [3].
Как отмечается в работе [11] Хочбаум [4] развила алгоритм LG за счет включения в него кон­
цепции псевдопот ока  с формулировкой задачи сетевого потока. Такая формулировка дополняет ба­
зовый алгоритм LG структурированной стратегией определения последовательности обработки мно­
жества дуг.
Реализованный алгоритм систематически находит последовательность нормализованных 
вложенных остовных деревьев в виде расш иренных замкнутых подграфов основного графа. А л го ­
ритм объединяет на каждом этапе всё большее количество дуг из подграфа. Последовательность 
образующихся деревьев содержит подмножества (сильные ветви), чьи вершины формируют м ак ­
симальное замыкание вложенного дерева и частичное замыкание подграфа и стремится в пред е­
ле к максимальному замыканию подграфа. Алгоритм может начинаться с лю бого нормализован­
ного вложенного остовного дерева замкнутого расш иренного подграфа G x исходного графа. В 
данной реализации создается фиктивный корневой узел x0 и строится начальное связую щее дере­
во, имеющее корень в фиктивном узле и ветви, отходящие к каж дому узлу дерева в виде подграфа 
G . Таким образом, Tx0 представляет собой нормализованное вложенное остовное дерево расш и­
ренного подграфа Gx. Предполагаться, что этот подграф в целом должен быть графом без потери 
общности. М аксимальное замыкание замкнутого подграфа содержится внутри максимального 
замыкания всего графа.
Алгоритм состоит из двух шагов, которые повторяются до тех пор, пока вершины сильн ы х  
ветвей не сформируют максимальное замыкание взвеш енного ориентированного графа G. И меет­
ся шаг поглощения (m erg er)  и шаг обрезки или нормализации (p ru n in g ). Таким образом, процесс 
начинается с некого супер оптимального множества (первоначально сильных ветвей Tx0, образу­
ющих множество всех положительных вершин и которое может быть эффективно найдено, 
например, с помощью эвристического генетического алгоритма), которое не удовлетворяет огр а­
ничениям и преобразуется к подмнож еству максимального замыкания, удовлетворяющ его п р и ­
нятым ограничениям (i)-(9).
На каждом этапе имеются несколько переменных, связанных с каждой верш иной или реб­
ром нормализованного дерева. Они представляю т вес поддерева, исходящ его из ребра или вер ­
шины, тип ребра (p или m ), связывающ его верш ину с её предком (первоначально с корнем x0), и 
тип ребра или вершины (слабая или сильная). Ребро в нормализованном поддереве является 
сильны м , если и только если оно является p -ребр ом  и поддерживаемый этим ребром вес является 
положительным по определению и согласно 'свойству 3'. Другие переменные являются счетчика­
ми и housekeeping переменными. Сама по себе древовидная структура является довольно сложной 
и представляет собой множество связанных списков, а структура данных спроектирована для о п ­
тимизации проходов по дереву и re-com binations. В нормализованном дереве все вершины у  вет­
вей, связанных с корнем x0, являются либо все си л ьн ы м и , либо все являются сла бы м и. В методах 
п севдоп от ока  с нижней и верхней меткой для определения порядка обработки сильных деревьев 
применяются приоритетные очереди.
Выполненные в работе [11] расчеты дают представление о времени нахождения решения дву­
мя алгоритмами псевдопотока и алгоритмом Лерчса-Гроссманна. Сравнение приведено в таблице 1.
Таблица 1 
Table 1
Сравнение методов оптимизации при работе с блочной моделью размером 
220*119*38 (всего 994 840 блоков)
Comparison of optimization methods when working with block model size 
119 * 220 * 38 (994 840 blocks in sum)
Алгоритм Лерчс-Гроссман, LG Псевдопоток с нижней меткой, LLPF
Псевдопоток с верхней 
меткой, HLPF
Суммарный денежный поток 57 118 058 57 118 058 57 118 058
Извлеченные блоки 95 228 95 228 95 228
Оставшиеся блоки 830 754 830 754 830 754
Время счета (сек) 1527 126 29
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Результаты наглядно показывают значительное преимущество в производительности алго­
ритма псевдопотока с верхней меткой (графа 4).
Оценка вычислительной сложности и трудоемкости реализации
При оценке вычислительной сложности нами применялся подход, описанный в монографии 
[12]. Более детальное рассмотрение сложности алгоритмов теории графов и сетевого потока можно 
найти в монографии [13]
Временная вычислительная сложность дается в среднем для верхней границы, для нижней 
границы и в худшем случае не определялась. Нами были рассмотрены как математически строгие 
(методы теории графов, ветвей и границ, сетевого потока), так и эвристические алгоритмы оптимиза­
ции (методы плавающего конуса, линейного программирования и генетические алгоритмы). Резуль­
таты сведены в таблицу 1.
Таблица 2 
Table 2
Общие характеристики алгоритмов оптимизации границ карьеров 
General characteristics of optimization algorithms for open pit limits
Алгоритм оптимизации Сложность Строгость Трудоемкость
1 2 3 4
Метод вариантов - - *
Плавающий конус O(n2) - **
Линейное программирование O(log(n2)) - ****
Динамическое программирование O(log(n2)) + ****
Метод Лерчса-Гроссманна (теория орграфов) O(mn2) + *****
Метод ветвей и границ (фундаментальное дерево) O(mn2) + ****
Колония муравьев, ACO O(n2log(m)) - ***
Рой частиц, PSO O(n2log(m)) - ***
Максимальный псевдопоток (метод верхней метки) O(mnlog(n)) + ****
Примечания: «+» строго теоретически доказанный оптимальный результат, «-» эвристический, субоптимальный 
результат; n -  число блоков (узлов, вершин), m -  число дуг (ограничивающих крутизну склонов);
«*» - чем больше число звездочек, тем более трудоёмким является алгоритм в программной реализации соглас­
но авторской экспертной оценке.
Анализ результатов показывает, что наиболее перспективным с точки зрения производитель­
ности и трудоемкости реализации является алгоритм максимизации псевдопотока с верхней меткой, 
перед которым может быть выполнен предрасчет оптимальной многоуровневой структуры графа се­
тевого потока на основе генетического алгоритма. Применение последнего способно существенно со­
кратить число блоков (вершин) и связывающих их дуг (ребер) при последующем решении оптимиза­
ционных задач по алгоритму максимизации псевдопотока с верхней меткой для объемных мегаблоч- 
ных моделей.
Выводы
В работе дается краткий обзор исследований в области поиска решений задачи оптимизации 
карьеров и выполнен анализ работы существующих алгоритмов. Представлена обобщенная оценка 
вычислительной сложности наиболее эффективных алгоритмов и дана экспертная оценка трудоем­
кости их программной реализации по 5-ти балльной шкале. Обосновывается выбор наиболее произ­
водительного комплекса методов - метода максимизации потока с верхней меткой в сочетании с 
предрасчетом базового варианта на основе генетического алгоритма. С целью ускорения оптимиза­
ции границ предельных карьеров и нахождения промежуточных вложенных оболочек карьеров в за­
данной последовательности этапов отработки запасов, предложена эффективная схема распаралле­
ливания вычислений по технологиям MPI/CUDA/OpenCL.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 15-47-03029р_центр_а).
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